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Н Е Р А В Е Н С Т В А  Ш М И Д Т А  М Е Ж Д У  Н О РМ А М И  Ф У Н КЦ И И  
И П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н О Й  С Р Е ЗК И  ЕЕ П РО И ЗВО ДН О Й *
1. Введение
Пусть Lp =  Lp(—7г,7г), 0 <  р <  ос, есть пространство измеримых ф унк­
ций у с суммируемой степенью \у\р на интервале (—7г, 7г), L°° — L °°(—7г,7г) -  
пространство измеримых существенно ограниченных на (—7г,7г) функций, 
a L° =  L °(—7г,7г) -  пространство измеримых функций, у которых сумми­
руема функция ln+ \у\ — ln (m ax(l, |у|)). На этих пространствах рассмотрим 
функционалы
Wv Wlp =  /  I y(x)\p d x ^ P , 0 < р < оо,
| | . | | ,° °  =  esssup \у(х)\,
Х£( — 7Г,7Г)
11.11,° =  Д т о \\y\\LP = exp j  In \у{х)\dx j  .
Если для у Е L 0 функция \n\y\ не является суммируемой, а точнее (неполо­
жительная) функция ln_ \у\ =  ln (m in(l, \у\)) не является суммируемой (на­
пример, у обращается в нуль на множестве положительной меры), то в этом 
случае полагаем ||г/||^о = 0 .
Обозначим через W q — W(q) пространство абсолютно-непрерывных на 
отрезке [—7г, тг] функций у, удовлетворяющих условию у1 Е Lq(—7г, 7г), а через 
W l  = W+(q) -  множество абсолютно-непрерывных на отрезке [—я, я] ф унк­
ций у, для которых у'+ — m ax{0, у'} Е L q(—7г,7г).
Пусть Q 1 =  Q1(q) -  класс 27г-периодических функций у , абсолютно непре­
рывных на всей числовой оси, сужение которых на отрезок [—тг, 7г] принадле­
ж ит пространству W q и для которых выполняется свойство
max у +  m iny  — 0, (1)
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и <32 =  ~ подобный же класс функций, у которых вместо (1) выполня­
ется свойство
Зж0 е [ — 7 Г ,7 г] у(х0) =  0. (2)
Аналогичные классы 27т-периодических функций у € ИЦ. обладающих свой­
ством (1) или (2), обозначим через и соответственно.
Пусть -  точная (т. е. наименьшая) константа в неравенстве
( 3)
Wv Wlp ^  Kp,q(Q j )\\y'\\Lq, У G Q j ,
0 ^  р ^  00, 1 ^  q ^  оо, j  = 1,2.
Ясно, что
К р л {& )  = sup {<%) : у e Q j , у ^  0} , j  =  1,2, (4)
где функционал Ф определяется формулой
\\у \\ьрФ(у) =
\\у'\ L4
Неравенствам вида (3) на различных классах функций посвящены работы 
многих авторов -  В. Виртингера, Г. Бора, Г. Харди, Д. Е. Литтльвуда, Б. Секе- 
фальви-Надя, Д. Фавара, Н.И. Ахиезера, В. И. Левина, С. Б. Стечкина и др. 
(см. [2]).
Неравенство (3) на классах Q 1, Q2 (и некоторых других близких классах) 
изучал Э. Шмидт [1]. Он доказал, что при О ^ р ^ о о Д ^ д ^ о о ,  неравенство 
(3) на классе Q 1 справедливо с точной константой
« ' )  = I я Ö - Л '  р * 0 '
К а , Ж )  = ^ , к г Ж )  = I  (С  ( Л Г  1
где функции H(u,v)  и G (и) определяются равенствами
G(u) =  ( Д Щ  +  Д  G(0) =  1; H ( u , v ) ~  G{U + V)\uJ
(5)
. и )  У п У ' ’ 4 ’ У в ( и ) в ( у ) '
Функция б? (и) непрерывна для всех неотрицательных значений и. На классе 
<32, о О  ^  ос, точная константа в неравенстве (3) определяется
соотношением
К рД О 2) =  2Кр,ч( 0 1).
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Как показал Шмидт [1], при q /  1 экстремальные функции неравенства 
(3) (на которых это неравенство обращается в равенство или, что то же самое, 
достигается верхняя грань в (4)) имеют вид у (ж) =  c{Yp^q(x +  С2) -  в случае Q 1 
и у (ж) =  с\ \ YPiq ( I  +  С2) I -  в случае Q2, где щ, С2 -  произвольные константы, 
а функция Yp^ q определена следующим образом. При р =  00 , q /  1 функция 
Yp^ q является 27г-периодической кусочно-линейной с вершинами на [—я, я] в 
точках (dz7r, 0), (=Ь^,=Ь1). При 0 < р < оо, q ф 1 функция Yp q^ является 
решением дифференциального уравнения
1Л ,Д  + =  i  (6)
и при р =  0, q ф 1 -  дифференциального уравнения
İn То,<?1 +  А9Щ )(г|9 =  0, (7)
где
* =  ,
а £ Е [—1,1] и ц ^ О  связаны соотношениями
\^ + \т,\^  = 1, р / 0 ;  ln |^ | +  |77 |^ ï = 0 ,  р  =  0.
Функция Yp^ q обращается в нуль и достигает экстремальных значений,
равных ±1, в тех же точках, что и sin ж. Она также обладает теми же свой­
ствами симметрии, что и sin ж, кроме того, для всех значений ж Е [—тг,7г] знак 
функции Yp^ q совпадает со знаком функции sin ж. Производная этой функции 
обладает свойствами симметрии, обращается в нуль и достигает экстремумов 
в тех же точках, что и cos ж, знак производной совпадает для всех ж Е [—7г, я] 
со знаком cos ж.
В случае q — 1 неравенство (3) строгое: не существует функции из соответ­
ствующего класса Q3, j  =  1,2, на которой неравенство обращается в равен­
ство. Точность констант K p^{Ql ) — Ş и Kp^ı{Q2) — тг можно показать, рас­
смотрев при п —У оо последовательность 27г-периодических кусочно-линейных 
функций с вершинами на [—я, я] в точках (=Ь1/п, ±1), (±7г =F 1/п, ±1), (=Ьтг, 0) 
для случая j  =  1 и в точках ( ± 7 г  =F 1Дь 1), 0) для случая j  =  2.
В настоящей работе изучается точное неравенство
IMİLP ^  Kp^q(Q^ _) ||у_|_|ф9 , у £ Q+,
0 ^  р ^  осЛ ^  q ^  ос, j  =  1,2,
(8)
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или, что то же самое, задача о нахождении точной верхней грани
к р,я(0+) = 8иР { Ф+ Ы  : У е  0+> У £  °}  >
на классах функционала Ф+, определяемого формулой
Основным результатом является следующее утверждение. 
Теорема 1. При всех 0 ^ р ^ о о ; 1 ^  ^  оо справедливо равенство
При этом экстремальной функции в классе не существует, однако мож­
но построить экстремальную последовательность, сглаживая соответствую­
щим образом функцию определенную для х  Е [—7г,7г] соотношениями
Для доказательства теоремы 1 сначала будет найдена точная константа 
в неравенстве вида (8) на классе неубывающих на отрезке [—7г,7г] функций 
(теорема 2), далее получена оценка снизу для констант К Рд{С}\) и Кр^С^2^ ) 
(лемма Д и в  последней части найдены эти константы.
2. Неравенство Ш мидта для монотонных функций
Пусть V  =  V я С  -  класс неубывающих на отрезке [—я, тг\ функций, об­
ладающих свойством (1). Для любой функции из этого класса имеем у'+ — у ' . 
Положим
Теорема 2. При всех 0 ^ р ^ о о ; 1 ^  ^  оо справедливо равенство
Доказательство. Пусть у -  произвольная функция из класса V , у ^  0. В си­
лу свойства (1), функция у на отрезке [—7г,7г] имеет нуль, который обозна­
чим жо- Рассмотрим функцию у , определенную на отрезке [—2тт — хо, 2тт — хо] 
следующим образом:
<?(£?+) — 2 j  — 1,2.
К Р9Я(У)=*щ>{Ф+(у):  1/Е У , у £  0}.
К м ( У ) = 2 К р,д(Я1). (9)
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Функция д(х) — у(2х — хф) абсолютно непрерывна на отрезке [—7г,7г], на кон­
цах отрезка обращается в нуль и удовлетворяет свойству (1). Кроме того, 
gf E L q(—7г,7г). Значит, функция g принадлежит классу Q 1. Следовательно, 
для нее справедливо неравенство (3):
\\д\\ьр ^  Kp^Q^Wg'WbQ.
Нетрудно видеть, что \\д\\ьр — \\у \\ьр  и Hâiliz/* =  2 ||г/^ ||^ . Таким образом, для 
любой функции у E У выполняется неравенство
Ф+(у ) ^ 2 к м ( д 1).
С другой стороны, при q ф 1, учитывая свойства экстремальной функ­
ции Yp^ q в неравенстве (3), нетрудно проверить, что для У (ж) =  ^ Д § )  Е У, 
X  E [—7г,7г], выполняется равенство Ф+(У) =  2Kp q^(Q1). Тем самым равенство 
(9) при q > 1 проверено.
При q — 1 для последовательности кусочно-линейных функций Yn Е У 
с вершинами в точках (=Ь1/п,=Ы), (±7г, ±1) получаем
l im Ф+(У„) = т г  =  2K ^ iQ 1).
П ~ >  ОО
Теорема 2 доказана.
3. Оценка снизу для констант K Pıq(Q+).
Л емма 1. При всех 0 ^  р ^  оо; 1 ^  q ^  оо; j  — 1, 2 справедливо неравенство
K p,q( Q i ) > 2 K p,q(Qi). ( 1 0 )
Доказательство. При q — 1 для последовательности 27г-периодических ку­
сочно-линейных функций Yn с вершинами на отрезке [—я, я] в точках (±7г, 0), 
(=Ь1/п, =Ь1), (±7г =F 1 /п , ±1) для случая j  =  1 и в точках (±7г =F l /n ,  1), (±7г, 0) 
для случая j  — 2 имеем
ЛтФ+(гп) = 2ад<л = {;1;
Пусть теперь q ф 1. Обозначим Тп — тг +  ^ и рассмотрим последователь­
ность 2Тп-периодических функций, определенных на периоде следующим об­
разом:
( —п(х  +  Тп), ж Е [ - Т п,-тг],
2 / п О )  =  < У м  ( I )  , Ж Е  [ — 7Г, 7Г],
[ - п ( х  -  Тп), жЕ [тг,Тп].
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Здесь Yp^ q -  функция, экстремальная в соответствующем неравенстве (3) на 
классе Q 1(q), q /  1. Функция уп непрерывна и монотонно возрастает на от­
резке [—7г,7г], что следует из свойств функции Yp q^.
Функция дп(х) =  уп является 27г-периодической абсолютно непре­
рывной функцией, удовлетворяющей условию (1). Нетрудно проверить ра­
венства
\ Ы \ ь о о  — I I ^ ^ I I l 00 ,
1Юп)+Ц°° =  ^ \ \ Yp,q\\L°° ’
1 ( Т  \  l ~l !q
IIO/„)+llw = 2 ( v J  ||У™ Ь ’ g / o °-
Кроме того, при 0 < р < оо
Ы \ РЬР -  ^ \ \ Y PJ pLP = TJ ^  \ - п ( х -  Тп)\Р dx = пТп{р + 1у  
при р — О
7Г 1
1П \ \ д п \ \ ь °  ~  T f r  1п  I I ^ m I I l 0 =  ~ Y t ~ ’1 п ты п
\ Ы \ ь °  =  ( \ Ы \ ь о ) Ъ  е ~ * к .
В итоге получаем, что
l i m  \ \ 9 п \\ь р  =  \ \Ур,я \ \ ь р ,  0  ^  р  ^  - фо о ,
П ~ >  ОО
lim \\{д'п)+\\ьа = \\\YpJ\L4, l ^ q ^ o o .
п —т^ оо Z
Переходя в неравенстве K p ^ Q 1^) ^  Ф+ (дп) к пределу при п —Ь оо, получаем
K p,q( Q \ )> 2 $ < X P,q) = 2 K p,q(Q1).
Пусть теперь hn(x) = дп ) =  уп где уп определена выше.
Функция hn является 27г-периодической абсолютно непрерывной, удовлетво­
ряющей условию (2), т. е. hn Е Q \ .  Тогда
К р,я( Я 1 ) ^ Ф +( К ) = 2 Ф +(дп).
Переходя в последнем неравенстве к пределу при п —» схэ, получаем неравен­
ство
K p,q(Ql)  2  Щ У р,д) = A K p ^ Q 1) =  2K p,q(Q2).
Лемма доказана.
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4. Доказательство основной теоремы
В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.
Л емма 2. Д ля  любой функции у Е 1 ^  д ^ оо; произвольных р ;
0 < р ^  оо, и £ > 0 существует функция Р  Е сужение которой на
отрезок [—я, 7г] является многочленом, и для которой выполняется неравен­
ство
|Ф+ ( у ) - Ф + ( Р ) | < е .
Доказательство. Так как функция у абсолютно непрерывна, то у7 сумми­
руема на отрезке [—7г,7г]. Тогда для произвольного д > 0 существует N  > 0, 
при котором верно неравенство
Ну' - й ь Д
где Ун(х) — т а х{у'(х),  — ТУ}. Функция у^ (х )  принадлежит Ь д(—7г,7г), так как 
Ум(х) =  “  У+)> гДе у+ Е £ д(-7г,тг) и функция у'м -  у'+ ограничена.
По теореме Вейерштрасса, примененной к функции на отрезке [—7г,7г], 
существует многочлен (р такой, что
Определим многочлен, который обозначим д*, следующим образом:
1 Г
д'(х) =  <р(х) —  —  у  Щ )  ах-
С учетом того что среднее значение на [—7г,7г] функции у7 как производной 
периодической функции равно нулю, из неравенства
I<р(х) - д \ х )  | =  Т
1 ГТГ 1 г-п
^  Т г  У  +  Ь л Д )  ~у'{х)\<1х  ^
^  _  ф \\ья +  ||у; -  у Л Д  < |  +  2 =  д"
получаем
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С учетом равенства — (у^)+ имеем
\y'+ - g ' +\ = \{y'N)+ - g ' +\ = 
£
W n I + V n  W \ + 9 '
Ш  -  W\ + v'n у'
2 2
2 2





||у'+ -  д'+\\ья ^  \\у'м -  з'\\ьч < 6.
|11г/+11ь« -  11У-1М ^  IIу+ ~ у+\\ьч < <>■
/ X
д'(г)<и + у ( - 7г), ж б [ —7Г,7Г].
-7Г
Отметим, что д(тт) =  д(—тг), так как среднее значение функции д7 на отрезке 
[—7г,7г] равно нулю. Используя представление у(х ) =  f ^ /л:yf(t)dt + y (—тг) и 
неравенство
IIу1 ~ 9 \ \ь1 ^  IIу1 -  у'иНь1 +  НзЛг _  ^'Иь1 ^  ^ +  II У# _  у'Нь* < 2(5, 
получаем для любого х  Е [—7г,7г]
|у(ж) -  зД ) | =  [  {у 'Ц)-д 'Ц))(И  ^  / | ?/'(() -  ^  11?/' -  д'\\тл < 2(5.
Таким образом,
Положим Р(ж) =  5 (ж) — м +ш? где
Г  ( y ' ( t ) - g ' ( t ) ) d t  ^  Г  \y’( t ) - g ' ( t ) \ d t ^ \ \ y ' - g ' \ \ Ll
j —  7Г J — 7Г
||у -5ÜLP < 2(5.
m — min д(ж) =  д(.хц), М  — max д(ж) =  у(ж2).
Ж С [ — 7Г,7Г] Ж С [ — 7Г,7Г]
Нетрудно видеть, что Р(тг) =  Р ( —тт). Пусть
га7 =  min у — у(х[ )7 М ' — max у — y(xf2) — —га7.
Х Е [  —  7Г,7г] ж е [  — 7Г,7г]
Имеем
т! — 28 у (х i) — 2(5 < ^(жх) =  т  ^  ^(ж^) < ^(ж^) +  2(5 =  га7 +  2(5, 
М 7 -  2(5 =  2/(ж72) -  2(5 < #(ж72) ^  М  =  5 (ж2) < г/(ж2) +  2(5 ^  М 7 +  2(5,
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т. е.
\ т ' - т \ < 2 5 ,  \ М ' - М \ < 2 5 .
Для многочлена Р  выполнено условие (1), Р'  =  с/ и для любого х  £ [—7Г, я]
|Р(х) - у ( х )  | = 9{х) ~  М  +  т  -  у (х)
М  + т  М '  + т'
9 { х )  г у{х) + ----------- £
^  |д{х) — у(х)\ + ~\ М '  — М\ + \:\т' — т\ < 26 + 6 + 5 =  46.
£ £
Следовательно,
\\у -  Р \\ьр < 46.
При р ^  1 из неравенства треугольника получаем
| | |у | |ы > - |№ Н ^ 1 1 у - Д 1 ^ < ^ .
При р Е (0,1) из неравенства |а +  Ъ\р ^  \а\р +  \Ъ\Р следует, что
1 1 1 А - 1 И 1 У  « 1 1 9 - .Р Е ,  < ( « ) р-
-  1 - - 1Рассмотрим вспомогательную функцию / ( ж) — хр — - (ж — 1 )хр при х  ^  1.
X 1 2Так как / 7(ж) =  хр (ж — 1) < 0 при х  > 1, то функция /(ж) убывает, 
следовательно /(ж) ^  /(1 ) =  1. Отсюда получаем неравенство
хр — 1 ^  -(ж  — 1)ж 
Р
±-1
Полагая в этом неравенстве х — а/Ъ > 1 и домножая его на Ър , получим
1 1 1 i - i
ар — Ьр - ( а  — Ъ)ар
Р
Положим а — шах { ЦуЦ^р, II^IIlp } и  ^=  min Имеем
Wd Wlp -  \\P\\lp <




< - — Ш )р.
p
С учетом неравенства а ^  \\y\\pL ( j +  Зр, получаем
Hm | |P ||lp =  \\y\\Lp, £->•+0
а следовательно
lim Ф+(Р) =  Ф+(у).
£->•+0
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Значит, для любого г можно так подобрать S, что
Ф + ( у ) -Ф + (Р ) | < г .
Лемма доказана.
Перейдем к доказательству основной теоремы.
Рассмотрим случай р ф 0. Из леммы 2 следует, что при нахождении вели­
чины верхнюю грань функционала Ф+ достаточно рассматривать
ляется многочленом.
Пусть min у (х ) =  у (х \ ) =  —М  и шах у(х) — у(х2) =  М.  Если макси-
Ж С [ — 7Г,7Г] Ж С [ — 7Г,7Г]
мум (минимум) достигается в нескольких точках, то выбираем любую из них. 
Без ограничения общности (в силу периодичности функции) можем считать,
ЧТО Х \  <  Х2-
Рассмотрим функцию
а значит Ф + (?/) ^  Ф+(щ). Функция у имеет конечное число промежутков 
убывания на отрезке [—7г,7г]. Построенная функция у\ имеет по крайней мере 
на один промежуток убывания меньше.
Если функция у\ не является неубывающей на [—7г,7г], то на интервале 
{х \ , Х2) найдется точка а локального максимума функции \у1 (х)\. Предполо­
жим, что у\(а) > 0. Так как у\{а) ^  У\{х2) — М, то на (а,ж2] найдется точка 
Ь такая, что у\(Ь) — у \ (а), причем \у\(х)\ ^  \у1 (а)\ на интервале (а, 6). В слу­
чае если у \ (а) < 0, то такая точка Ь найдется на [х\,а). Тогда функция 7/2, 
определенная как
является непрерывной, обладает свойством (1), причем нетрудно получить 
неравенство Ф+(щ) ^  Ф+(?/2)-
Повторяя при необходимости этот процесс, за конечное число шагов (так 
как исходная функция имеет конечное число точек экстремума) получим 
неубывающую на отрезке [—я, тг\ функцию у Е V , для которой Ф+ (у) ^  Ф+О).
на подмножестве функций у из <Д, сужение которых на отрезок [—7г,7г] яв-
Для функции у\ выполнено условие (1), причем
WvWlp ^  WviWlp,
yi(x),  х  <£ (a,b); 
yi(a), x  £ (a, b),
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Учитывая равенство К р^ ( у )  — 2АДД(31), доказанное в теореме 2, полу­
чаем при р / 0 , 1 ^ д ^ о о
Перейдя в неравенстве (11) к пределу при р —»■ +0, получим аналогичное 
неравенство и в случае р — 0.
Докажем теперь, что аналогичное неравенство выполняется и для кон­
станты АДД<3+).
Без ограничения общности (в силу периодичности) можем считать, что 
для функции у Е справедливо у (—тг) — у(тг) — 0. Рассмотрим функцию
Функция д(х) нечетна, следовательно удовлетворяет условию (1) и при-
С учетом неравенства (10), доказанного в лемме 1, доказательство теоре­
мы 1 завершено.
Докажем, что в неравенстве (8) экстремальной функции, принадлежащей 
классу не существует. Предположим обратное: допустим У Е есть 
экстремальная функция и
В силу периодичности функции можем считать, что У(тг) =  У (—7г) =  0 и 
—  7Г <  Х ш <  Х м  <  7Г-
Рассмотрим случай 0 ^  р < оо. Нетрудно проверить, что для функции У, 
определенной на отрезке [—я, я] по формуле
К М Я \ )  ^  ъ к м я 1)- (и)
у(2х — 7г), х Е [0,7г]; 
—у( —2х — 7г), ЖЕ [—7г,0].
надлежит классу Значит, для функции д выполняется неравенство (8) 
на классе из которого, в силу равенств \\д\\ьр — 1М|1ж? ||#+||тд =  2||г/^|Д</, 
получаем
Нз/Нтж ^  2АДД(5+) \\у+\\ьч•
А значит, верно неравенство
КМ{Я\)  ^2Крл{Я\) = 4КМЯ1) = 2кр,д(Я2)-
шах У (ж) =  У (хм)  =  АГ, пип У (ж) =  У (жш) =  —М.
У(х) = У  (ж), ж е [ - 7 г ,ж м ];
М,  Ж <Е [жм,тг],
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выполняются неравенства УУНы? < ||У||ыч ıın ıı Ья > Цт+IIl». 
Рассмотрим последовательность функций
v  ЛИ _  /  у (*)> X 0  [жм,7Г -  1/га],
\  пМ{7Г — х ) у х  Е [тг — 1/п, 7г],
при п таких, что тг — 1/п > хм-  Нетрудно проверить, что 
\\y \\Pl p  -  \\Y n \ \ PL p =  2 ^  ( l  -  у ц [ )  ’
l n | |F | |Lo - l n | | F n ||Lo =  12птг
Отсюда получаем, что lim ||Нп||ьр =  ||У||ыч следовательно, для любого г > Оп—>оо
найдется номер N  и функция Удт Е Q+, для которой
I |F| | lp -  \\y n \\lp <
Положим г =  ЦУЦьр — Тогда получим ЦУдгЦь  ^ > ||У||ыч кроме того,
||(Удг) + || =  ||У+||, значит, Ф+ (Удг) > Ф+ (У), т.е. функция У не экстремаль­
ная.
Рассмотрим теперь случай р =  оо и q /  1. Пусть 0 < £ < тг — жм, 
^ =  ^  Д л я  принадлежащей классу Q \  функции У, определенной на
отрезке [—7г,7г] по формуле
v t r A  -  /  Y (X(x +  Л  “  7Г)> ж G [ - 7 г , т г - е ] ,
\  " Ц  -  ж), Ж G [тг -£ ,т г ] ,
справедливы неравенства
I |F |||Loo ^  а |Щ Ц оо < п у щ - ;
\  1/9~  , /  1 \  /д цуЩт = а1-1^  у  ^ |у;дгф  ^д^ н^уци, < щ | L9-
Так как при этом ||У|к°° =  ЦУЦь00, то Ф+(У) < Ф+(У), т.е. функция У не 
экстремальная.
В случае q — 1 из периодичности функции У следует, что
/ 7Г /*7ГY'(x)dx  =  / (УДж) + УДж)Цж.
-7Г J  —  7Г
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Тогда
/ \Y \x ) \dx  = 2 Y[(x)dx
и, следовательно, Ф+(У) =  2Ф(У). Так как экстремальной функции в нера­
венстве (3) при д =  1 не существует, то экстремальной функции в неравенстве 
(8) при д — 1 также не существует. Действительно,
же не существует. Предположим, что У Е -  экстремальная. Без ограниче­
ния общности (в силу периодичности функции) можем считать, что У (0) =  0. 
Функция У, определенная на отрезке [—7г,7г] по формуле
т. е. функция У не является экстремальной.
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